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RESUMO

Basicamente este trabalho divide-se em histéria, propriedades, aplicacdes e sugestdo
pedagogica dos logaritmos. Ao final, faz-se um nexo com as tendéncias pedagogicas atuais,
mais reflexdo e menos memorizagdo de acordo com a BNCC, abrindo espago para a
criatividade. Com isso entende-se que os conhecimentos matematicos formam uma solida
base a fim de desempenhar atividades cientificas capazes de compreender fendmenos do
dia-a-dia. Tais transformacdes estdo ligadas diretamente as exigéncias que a sociedade coloca
a homens e mulheres a partir da necessidade de compreensdo e dominio dessas tecnologias.
Com isso ¢ imperativo que, conhecimentos matematicos ajudem todos nés a desempenhar
atividades cientificas capazes de compreender fendmenos que fazem parte do nosso dia-a-dia.
Portanto, estudar e entender os logaritmos tornou-se uma tarefa necessaria para a
compreensdo do mundo em que vivemos. O calculo de logaritmos e suas propriedades se
apresentaram como algo inovador e estiveram no apogeu por muito tempo, principalmente,
por ser um método que permitiu efetuar multiplicagdes, divisdes, potenciagdes e extracoes de
raizes com certa praticidade, no entanto, com o advento da calculadora e dos recursos
computacionais, este € varios outros conceitos matematicos ja ndo sao mais vistos como algo
interessante e desafiador no Ensino Médio. Neste trabalho ¢ apresentado um estudo historico
dos Logaritmos, dando énfase para a constru¢do do formalismo matematico, seus conceitos e
propriedades, modelagem de fendmenos naturais, de modo que, tais conhecimentos sejam

aplicados no ensino basico, olimpiadas de matematica etc.

Palavras-chave: Conceitos, propriedades, aplicagcdes no ensino basico, logaritmos e

interdisciplinaridade.



ABSTRACT

Basically this work on property history, divides applications and pedagogical suggestion
logarithms. In the end, a link is made with current pedagogical trends, more and less
reflection according to the BNCC, opening space for creativity. As a result, mathematical
knowledge forms a solid basis for carrying out scientific activities capable of understanding
the phenomena. Such transformations are directly linked to the demands that society and
women place from the needs of understanding and domains of technologies. With this, it is
essential that the mathematical knowledge of our day-to-day can act in all our efforts to
understand the phenomenon that causes. Therefore, study and understand logarithms has
become a necessity for understanding the world in which it is necessary. The log log
calculation resembles, as something, and with many modifications, without apogee, method
that match its characteristics, through a practical method and mainly with its characteristics,
through a practical method, and mainly with its characteristics, through a practical method,
and mainly with its characteristics, through a practical resource, which does not match its
characteristics. and computational resources, this and several other mathematical concepts are
no longer seen as something interesting and in High School. In this work, a historical study of
Logarithms is presented, emphasizing the construction of mathematical formalism, its
concepts and properties, modeling of natural phenomena, so that such knowledge is applied in

basic education, or mathematics olympiads, etc.

Keywords: Concepts, properties, applications in basic education, logarithms and

interdisciplinarity.
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INTRODUCAO

O curso de mestrado em matematica foi escolhido com base no aproveitamento e
reconhecimento adquirido tanto no ensino basico como no superior de colegas de classe e
professores. O primeiro motivador surgiu quando alcancei destaque com brincadeiras ludicas
ainda no ensino fundamental 1 ( tangram, dama, tabuada, etc), como consequéncia ganhei
afinidade, gosto e dedicag¢ao pela matematica que culminou na aprovacao na EFOMM (Escola
de oficiais da Marinha Mercante), formagdo em Ciéncias Nauticas onde percebi, mais
facilidade de interpretar conteidos matematicos, por meio de reconhecimento e que poderia ir
mais além.

A motivagdo para o tema deste trabalho ser logaritmos ¢ originada na observacao das
novas tendéncias pedagogicas no ensino da matematica onde pede-se mais reflexdo e menos
memorizacdo, nesse contexto os logaritmos ganham forca pois permitem uma abordagem,
mais clara, com énfase na formacdo de conceitos relacionados ao cotidiano( por exemplo o
limite auditivo).

Este Trabalho tem como objetivo geral o estudo do Logaritmos e Aplicacdes,
comegando com uma abordagem histérica do tema em questdo que tem como génese na
Antiguidade, com a civilizacdo Babilonica e seu desenvolvimento na Idade Média por volta
do ano de 1545 através do Matematico Girolamo Cardano que publicou férmulas algébricas
para resolver equacgdes logaritmicas (BOUGART, 1992). ZXS32

A proposta apresentada neste texto, traz algumas aplicagdes dos logaritmos em
estudos de fendmenos naturais e matematica financeira e, assim, esperamos que tal esta
proposta de intervengdo, seja mais interessante e desperte no aluno uma curiosidade para
melhor entender o mundo ao seu redor.

A pesquisa foi desenvolvida a fim de despertar no aluno uma visao ampla, que nao se
limite a sala de aula, sobre as aplicagcdes do tema fazendo com que o aluno externe o
conhecimento além da escola e conecte com o seu mundo.

De acordo com Liikde e André (1986), pesquisa ¢ uma ocasido privilegiada de
desenvolvimento intelectual que envolve a consulta por parte de um educando
que obtém dados e conclusdes obtidas em livros, jornais, videos entre outros e que depois
serdo confrontados com o conhecimento até ali ja obtido academicamente.

Sobre a revisdao bibliografica, parte de qualquer que seja o trabalho de conclusdo de
curso, na pratica se trata de ter embasamento sobre os autores que ja defenderam a proposta

da pesquisa aqui presente, além da originalidade ou contribui¢des extras com as investigacdes



de dados do conjunto bibliografico. A metodologia teve énfase exploratéria e se trata de uma
pesquisa quando o discente busca conhecimento sobre um assunto que deseja ter afinidade, ou
seja, busca entender como determinada ciéncia se desenvolveu e funciona.

Como o tema deste trabalho proporciona diversas aplicagdes que podem ser
trabalhadas em sala de aula de maneira a abordar os meios em que os logaritmos se
apresentam e a complexidade do ambiente escolar.

Conforme citado acima, devido a pesquisa com base em fichamento de livros, foi
utilizado a abordagem  para expandir conhecimento sobre diversos meios em que 0s
logaritmos se apresentam. Nesse sentido tem-se o tipo de raciocinio indutivo pois as analises

foram feitas a partir do ponto de vista do pesquisador e 0 embasamento de suas pesquisas.

No Capitulo 1, foi abordado de forma bem sucinta o contexto historico em que os
logaritmos aparecem, seu desenvolvimento e principais contribuicdes. No Capitulo 2,
apresentamos de forma formal a definicdo de Logaritmos e principais propriedades. No

Capitulo 3, apresentamos aplicacdes de logaritmos e sugestdes pedagogicas sobre o tema.
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1 CONTEXTO HISTORICO

Os logaritmos possuem um contexto historico muito interessante onde varias ciéncias
se misturam e a sociedade assim como as nagdes competem nos seus mercados. Abordar esse
contexto interliga geopolitica a matematica.

Segundo boletim cearense (2017) O contexto sociocultural do surgimento dos
logaritmos ¢ marcado pelo renascimento, periodo das grandes navegacdes e grandes outras
descobertas no ramo da astronomia e economia. Como bem nos assegura ARRUDA;
PILETTI (1998), Contexto sociocultural do surgimento dos logaritmos ¢ um marco na historia
da humanidade onde o ser humano troca o pensamento mais emocional pelo racional,
cientifico e comprovavel.

Para SILVA (2008, p. 27) Contexto sociocultural do surgimento dos logaritmos facilita

entender o qudo importante foi o surgimento dos logaritmos:

Contexto sociocultural do surgimento dos logaritmos permite Dai em diante, os
calculos se tornaram bastante complexos, pois o homem resolveu ir mais longe,
além dos horizontes, através das navegacdes, auxiliado pela astronomia, com seus
miraculosos calculos, também com o surgimento do mercado financeiro, onde o
volume de transagdes entre as nagdes fez desenvolver a globalizagdo comercial.

Como se pode verificar nessa citacdo, o contexto sociocultural do surgimento dos
logaritmos ¢ aplicado numa abordagem em sala de aula. Evidentemente a aplicagcdo pode ser
utilizada para fazer o aluno entender como se deu a necessidade dos logaritmos e a
importancia da sua descoberta.

Ainda para SILVA (2008), nesse sentido, Contexto sociocultural do surgimento dos
logaritmos permite entender como recorria a matematica para solugdes de problemas e
extratos das fases pela qual passou os logaritmos. Logo, ¢ importante compreender essa

evolugdo e acompanhar as tendéncias atuais para melhor abordar este tema.

1.1 Pioneiros na Historia dos Logaritmos

Os tragos de logaritmos estdo relacionados a povos da Antiguidade. Ha indicios de que
os Babilonios estabeleceram uma tabela logaritmica, e Arquimedes, ao se deparar com
grandes numeros, fez uma citagdo importante para a elaboragdo do conceito inicial de

logaritmos (SILVA, 2016).
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A primeira men¢do de matematica avancada e organizada remonta a Babilonia e ao
Egito no terceiro milénio a.C. A inovacdo mais importante dos gregos foi a inven¢do da
matematica abstrata, que comecou em Mileto e Tales de Pitagoras no século VI a.C. Euclides
escreveu Os Elementos, no final do século IVa.C, nele continha a maior parte do
conhecimento matematico da época. Pode-se verificar pelos escritos de Arquimedes e
Apolonio que o século seguinte foi marcado pelo grande desenvolvimento da matematica
(VASCONCELOS, 2011).

O progresso dos matematicos arabes e a tradugdo dos gregos antigos foram as
principais razdes para o desenvolvimento da matematica na Idade Média. Em 1545, quando o
italiano Girolamo Cardano publicou formulas algébricas para resolver equagdes, ele despertou
o interesse dos matematicos pelos numeros complexos e inspirou a busca de solugdes
semelhantes para equacgdes de quinta ordem ou de ordem superior. Também no século XVI, a
matematica moderna e os simbolos algébricos comecaram a ser usados (BOUGART, 1992).

O desenvolvimento de logaritmos ¢ considerado uma das grandes conquistas da
matematica no inicio do século XVII. Seu surgimento se deve a necessidade de simplificar
alguns calculos matematicos complexos que exigia longos e laboriosos calculos aritméticos
em simples operagdes, principalmente devido ao desenvolvimento da astronomia e do
comércio, provocados pelas grandes navegagoes (SILVA, 2016).

De acordo com Eves (2004), a astronomia, a navegagdo, o comércio, a engenharia ¢ a
guerra aumentaram a demanda de maneira constante por esses calculos mais rapidos e
precisos.

O poder dos logaritmos como ferramentas computacionais ¢ que eles simplificam a
multiplicagdo e divisdo em operagdes simples de adicdo e subtracdo, trazendo expressivos
beneficios para esse campo (EVES, 2004).

A palavra logaritmo significa "o nimero de razdes", ¢ uma combinagdo de dois termos
gregos - logos e arithmos, onde logos significa racionalidade e arithmos significa nimero, o
estudioso John Napier usa-o para substituir o nome que ele usava originalmente: "Numeros
Artificiais" (EVES, 2004).

Nos subtdpicos a seguir, apresenta-se informagdes sobre os personagens que através de

suas pesquisas apresentaram contribui¢des importantes para o desenvolvimento de logaritmos.

1.1.1 John Napier (1550 — 1618)
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Se associa muito o nome de Napier aos logaritmos apesar da finalidade distinta que ele
pensou. O método de Napier ¢ composto de métodos geométricos, combinando, progressao
geométrica e aritmética, sem expoentes. Ele ndo trabalha com o conceito de base, Napier nao
pensou numa base para seu sistema, mas suas tabelas eram compiladas por multiplicagdes
repetidas, equivalentes a poténcias de 0,9999999.

Napier (1550 - 1618), um matematico escocés, nasceu no Castelo de Murchiston em
1550. Estudou na Europa, e adquiriu conhecimento da literatura cldssica e matematica,
estudou os principios basicos dos simbolos numéricos e a historia dos simbolos 4rabes. Em
1590, Napier tinha um entendimento completo da correspondéncia entre as progressoes
geométricas e as séries aritméticas. Suas pesquisas foram essenciais para o desenvolvimento
de logaritmos, e seu trabalho foi publicado em 1614 (SILVA, 2016).

Para Eves (2004), John Napier era considerado profeta, pois previu que no futuro iriam
construir equipamentos e tanques de navegagdo subaquatica, fato este que ocorreu durante a
Primeira Guerra Mundial.

Napier concentrou sua energia nas problematicas politicas e religiosas, sendo acusado
de praticar magia negra apos alegar que o papa da época era um anticristo, todavia, quando
ndo estava envolvido em polémicas sociais, dedicava-se ao estudo das ciéncias e matematica.
Napier também inventou a virgula decimal, o conceito de zero e o principio da notacao,
conceitos tdo importantes para matematica quanto os algarismos ardbicos.

Devido a suas publicagdes e seu relacionamento com professores universitarios,
Napier teve uma influéncia muito maior no desenvolvimento de logaritmos do que Burji.
Napier trabalhou em sua invencao de logaritmos deste 1594 e ndo publicou seus resultados até
o final de 1614.

Seu trabalho foi publicado em 1614 sob o titulo Mirifici Logarithmorum Canonis
Descriptio (Descricdo da Maravilhosa Lei dos Logaritmos). Depois de tornado publico, foi
utilizado por toda a Europa e difundido por muitos estudiosos neste periodo.

A maravilhosa invengdo de Napier foi entusiasticamente adotada em toda a Europa.
Especialmente na astronomia, a idade dessa descoberta ja passou hd muito tempo. Porque,
como disse Laplace, a invengdo dos logaritmos "dobrou a vida 1til dos astrdénomos ao reduzir
a carga de trabalho". Bonaventura Cavalieri (...) se dedica a promover logaritmos na Italia.
John Kepler da Alemanha e Edmund Wingate da Franca fizeram um trabalho semelhante

(EVES, 2004).
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Por causa dos célculos extremamente cansativos para construir as tabuas da navegagao
e da astronomia, Napier sentiu-se incentivado a inventar algumas metodologias e
instrumentos que facilitariam esses calculos.

O estudioso atingiu seu objetivo, simplificando as operagdes de multiplicagdo e
divisdo, operagdes que eram “essencialmente tdo basicas” que eram consideradas impossiveis
de simplificar. No entanto, através de logaritmos, qualquer problema neste nivel, por mais
dificil que parecesse, poderia ser reduzido as simples operagdes de adigdo e subtragdo

(MARTINS, 2000).

1.1.2 Henry Briggs (1561 — 1631)

Briggs era matematico, professor de geometria e ficou tdo impressionado com o poder
dos logaritmos inventado por John Napier, que o visitou na Escdcia para discutir possiveis
modificagdes no método logaritmico (BOYER, 1996). Na reunido em Edimburgo, Napier e
Briggs concordaram em realizar duas mudangas, sendo elas a modificagdo da tabela para que
o logaritmo de 1 fosse 0 e o logaritmo de 10 fosse uma poténcia de 10, tornando-os mais
uteis, deste modo, resultou o logaritmo briggsiano, ou seja, o logaritmo utilizado nos dias
atuais (EVES, 2004).

O Napier devido sua idade avangada, j& ndo possuia energia para dar continuidade a
suas pesquisas, deste modo essa tarefa ficou a cargo de Briggs. Em 1617, Briggs publicou seu
Logarithmorum Chilias, no qual consistia em uma tabela de 10 logaritmos de 1 a 1000 com
14 casas decimais.

Em 1624 Briggs publicou a Arithmetica logaritmica, ampliando a tabela para nimeros
inteiros de 1 a 20000 e de 90000 a 100000, mantendo a precisdo de 14 casas decimais.
Adriaan Vlacq, em 1628, publicou a segunda edi¢do da obra, preenchendo a lacuna entre

20000 e 90000, essa obra se tornou padrao durante trés séculos.

1.1.3 Jobst Biirgi (1552 —1632)

Esses trés estudiosos, Napier, Briggs e Biirgi, colaboraram com o desenvolvimento ¢ a

dissemina¢do de logaritmos quando a simplificagdo das operagdes aritméticas era a base para

o avango da astronomia e da navegac¢ao. Mas hoje, mesmo com o advento dos computadores,
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os logaritmos, especialmente as fungdes logaritmicas, ainda desempenham um papel
importante.

Burgi (1552 — 1632), suigo proprietario da fabrica de reldgios Swiss, € matematico,
destacou-se por desenvolver em 1620, paralelamente a Napier, uma pesquisa contendo uma
tabela logaritmica. Biirgi pesquisou independentemente, porém, as ideias principais eram
semelhantes. Seu método diferencia-se apenas por consistir em métodos algébricos, o
logaritmo de Biirgi estd mais proximo do logaritmo estudado hoje.

Segundo Boyer (1996), algumas pessoas da comunidade académica ainda acreditam
que a inven¢ao do logaritmo € pesquisa de apenas uma pessoa, no entanto, Napier foi apenas
o primeiro estudioso a publicar seu trabalho. O crédito pela criagdo do logaritmo, em ultima
analise, pertence a Napier, pois, de fato, foi o primeiro a publicar uma obra tendo como
tematica o logaritmo. Ainda segundo o autor, Biirgi iniciou seus estudos em 1588, seis anos
antes de Napier, porém, s6 publicou seus resultados oito anos ap6s a publicacdo do Descriptio
de Napier.

A diferenca entre as duas obras estd principalmente nos termos e valores que usam,

pois, seus principios basicos sdo os mesmos. Biirgi escolheu um niimero ligeiramente maior e

no lugar de realizar a multiplicagdo da poténcia do numero por 107, Biirgi multiplica por 105,

outra pequena diferenca encontra-se na tabela, onde o matematico multiplica todos os seus

expoentes de poténcia por 10 (MARTINS, 2000).
1.2 Desenvolvimento do raciocinio matematico

A matemadtica se desenvolveu naturalmente com a necessidade humana de utilizar
numeros para quantificar coisas e essa evolucdo se dava constantemente com desafios que
surgiam no interesse da sociedade e dos estudiosos de matematica de facilitar contas para os
comerciantes, diminuir o tempo gasto com calculos na astronomia, entre outros. Isso tudo, foi
ganhando cada vez mais importancia com destaque para as grandes navegacgdes onde calculos
precisos valiam muito pois se tratavam de viagens de distancias continentais, logo a nagao
que obtinha mais dominio de matematica consequentemente estava a frente no quesito
navegar, ¢ o grande instrumento de cdlculo se deu com os logaritmos, que a principio se
tratavam de tdbuas com calculos precisos e uteis nesses avangos.

Boyer (1974) no livro Histéria da Matematica, faz colocagdes que descrevem a

histéria da geometria que vem ao encontro do que diz Eves (1997), também descreve que a
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geometria teve sua origem no Egito, e seu surgimento veio da necessidade de fazer novas
medidas de terras apds cada inundacdo anual no vale do rio Nilo. As inundagdes anuais
sobrepunham-se sobre o Delta do referido rio. Ano apo6s ano o Nilo transbordava seu leito
natural, espalhando um rico limo sobre os campos ribeirinhos.

De acordo com Boyer (1974), para resolver esta situagdo, os farads passaram a nomear
funciondrios, os agrimensores, cuja tarefa era avaliar prejuizos das cheias, medir as terras e
fixar os limites das propriedades, restabelecendo as fronteiras entre as diversas propriedades,
refazendo os limites de suas areas de cultivo. No momento de refazer os limites, os
agrimensores tinham apenas informagdes parciais ou até mesmo nenhuma, pois as fronteiras
podiam ter sido destruidas por completo.

Estes agrimensores acabaram por aprender a determinar areas de terrenos dividindo-os
em retdngulos e tridngulos, e quando se deparavam com superficies irregulares utilizavam o
método de triangulagdo, (dividir um campo em por¢des menores e triangulares cujas areas
somadas correspondiam a area total).

Segundo Boyer (1974), os egipcios tinham muita habilidade em delimitar terras € com
isso descobriram e utilizaram inumeros principios. Um destes principios era utilizado para
marcar angulos retos, onde usavam cordas cheias de nés equidistantes um do outro, fazendo
assim a divisdo das terras. Essa técnica empirica, para obter resultados aproximados, mais
tarde viria a ser demonstrada pelo teorema de Pitagoras.

Percebe-se que, no decorrer da histdria, a geometria sempre teve muita importancia em
varios sentidos, facilitando a vida do homem. Nos dias atuais, a geometria € um componente
essencial para a constru¢do da cidadania, pois a sociedade se utiliza, cada vez mais, de

conhecimentos cientificos e tecnologicos.

1.3 Visao sobre logaritmo na atualidade

Os logaritmos se encontram atualmente em um nivel avancado de abstracdo para seu
uso, sua importancia mudou de razdo, antes utilizado para facilitar contas e entdo substituidos
por calculadoras, esse contetido matematico tornou-se necessario para quantificar e qualificar
fendomenos naturais e formalizar escalas de crescimento ou decrescimento exponenciais.

Segundo Lima (1996) logaritmo ¢ foi uma nova nomenclatura matematica que
observava. Como bem nos assegura Eves (2004), logaritmo ¢ um marco na evolugdo e
velocidade com contas matemadticas extensas e que mais tarde viria a ser superado pela

calculadora.
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Para Lima (1996, p. introducdo) o logaritmo facilita linearizar curvas exponenciais,
sendo assim um método relevante para formular escalas e estudar crescimento (ou

decrescimento) nesse sentido. Além de estar, hoje, mais presente na andlise matematica:

Logaritmo permite (...)a Gnica maneira de se descrever matematicamente a evolugdo
de uma grandeza cuja taxa de crescimento (ou decrescimento) € proporcional a
quantidade daquela grandeza existente num dado momento. Os logaritmos, que
durante 3 séculos e meio tdo bem desempenaram o papel de maravilhoso
instrumento para simplificar o calculo aritmético (...) hoje ocupado com grande éxito
pelas maquininhas eletrdnicas. Apesar disso, os logaritmos continuam, por motivos
bem diversos, a merecer uma posi¢ao de destaque no ensino da matematica, devido a
posi¢do central que ocupam nesta ciéncia e suas aplicacdes. Essa posicdo ¢é
permanente porque a funcdo logaritmo e suas inversa, a funcdo exponencial
permitem a Unica maneira descrita acima.

Como se pode verificar nessa citagdo, o logaritmo ¢ aplicado em diversas leis
matematicas e fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos e econdmicos. Evidentemente a
aplicag¢do pode ser utilizada para estudar comportamentos numéricos exponenciais, crescentes
ou decrescentes, presentes na natureza, economia e analise matematica.

Funciona como fun¢do inversa da fungdo exponencial, apesar de o conceito de funcao

ser divulgado depois de logaritmo e logaritmo nas suas primeiras apari¢des ser usado como
o N . 2 9
facilitador aritmético. Cita-se, como exemplo, dado 3~ = 9 pode se escrever que log .= 2.

Ainda para Lima (1996, p. 2):

a utilidade original dos logaritmos resulta, portanto, da seguinte observagdo: o
trabalho de elaborar uma tabua de logaritmo, por mais longo e cansativo que seja, é
um s6. Depois dele executado, ninguém precisa mais, digamos efetuar
multiplicagdes; adigdes bastam. Nesse sentido, o logaritmo permite uma aritmética
inversa de exponenciagdo ¢ a decodificagdo das informac¢des de uma curva
geomeétrica.

J4

Logo, ¢ importante compreender que a principio logaritmos tinham como intencao
facilitar contas que astronomos, comerciantes ¢ outros faziam com frequéncia. Com a
invencdo da calculadora, o logaritmo se restringiu mais a teoria, andlise matematica e suas
aplicagdes. Nesse sentido, vamos exemplificar o logaritmo como decodificador de

informagdes contidas e curvas exponenciais, presentes na natureza e na economia.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Definicao do Logaritmo

Logaritmo ¢ o expoente de um nimero (base), indicando a poténcia a que se deve
eleva-lo para se obter, como resultado, outro niimero.

A palavra logaritmo foi inventada por Napier a partir das palavras /ogos= razao e
aritmos= nimeros, ou seja, o que mais tarde foi interpretado do latim como “numeros que
evoluem”.

Para definirmos bem o logaritmo, ha algumas restricdes sobre os valores da base e do
logaritmando. A base de um logaritmo sempre deve ser um niimero positivo e diferente de 1,

e o logaritmando deve ser sempre um niimero positivo.

Defini¢ao: Dados um numero real a >0 ¢ a #1, o logaritmo de um nimero real x > 0

na base a ¢ o expoente y que se deve elevar de tal modo que @ =x.

Escreve-se y = lo gxe lé-se y é o logaritmo de x na base a.

logax=y(:>ay=x

Basc -—vIJ
Logaritmando
Logaritmos

Exemplos:
4
°log381 =43 =81

*log 125 = 3 & 5° = 125

2.1 PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS

Propriedades:
1. logal =0od =1

2. logaa=1(:»a1=a

3. logax = logay >x =Yy

4. logaak —kod=d
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logax
a =X
6. logaxy = logax + logay

e

7. loga(%) = logax - logay
8. logaxk = k. logax
9. logamb = %logab

Casos Particulares de Logaritmo:

1. Logaritmo do niimero 1:
Como todo nimero elevado a 0 ¢ igual a 1, entdo o logaritmo de qualquer base, cujo

logaritmando seja igual a 1, terd sempre o resultado igual a 0.

logal = 0, pois a0 =1

Exemplo:

*logl =08 =1

2. Logaritmo com base igual:
Como todo ntimero elevado a 1 ¢ ele mesmo, entdo quando o logaritmando ¢ igual a
base, o logaritmo serd sempre igual a 1.

logaa = 1, pois a =a

Exemplo:

log 5 =15 =5

3. Dois logaritmos com a mesma base sio iguais quando os logaritmandos também sdo
iguais.

logax = logay, entdao x = y, pois d=xed = y
Exemplo:

loga8 = logab < b=28

4. O logaritmo de uma poténcia da base ¢ o expoente, em qualquer base.

k k k
logaa =kea =a


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/potenciacao.htm
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Pois, logaak = k. logaa =k1==%k
Exemplo:
log445 = 5. log44 =51=5

5. Expoente Logaritmo:
Uma poténcia de base a e expoente igual a logaritmo de x na base a, ¢ igual a x.

log x

a ‘ =x

Pela definicao:
logax
a =x= logax = logax
Exemplo:
log_ 81
° =81

Propriedade dos Logaritmos:

Existem casos em que a simples aplicacdo da definicdo ndo ¢ o suficiente para
resolvé-los, entdo, para isso, foram desenvolvidas algumas propriedades que facilitam essa
resolugdo. O dominio dessas ferramentas ¢ essencial para a resolucdo dos problemas sobre
esse tema e para utilizar-se de logaritmos a fim de solucionar equagdes exponenciais de bases
diferentes.

Considere X e Y dois numeros reais positivos e diferentes de 1 para todas
as propriedades dos logaritmos a seguir.

6. Propriedade de um Produto
O logaritmo de um produto pode ser separado na adi¢do do logaritmo de mesma base de

cada um dos fatores.

logaxy = logax + logay

Demonstra¢cdo. Vamos inicialmente chamar

logax =ve logay =z

temos pela defini¢dao de logaritmo que

Multiplicando a’= e a’= teremos


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/propriedades-dos-logaritmos.htm
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v Z vtz
aa =xy<:)a =Xy,

finalmente aplicando a defini¢do de logaritmos temos
lo gxy=v+z
substituindo novamente teremos:
logaxy = logax + logaz
Exemplo:

log3(9.27) = log39 + log327 =2+4+3=5

7. Propriedade do Quociente
Muito parecida com a anterior, o logaritmo de um quociente pode ser separado com

a subtracao dos logaritmos de mesma base do numerador pelo denominador, nessa ordem.

loga(%) = logax — logay

Demonstra¢do. Vamos inicialmente chamar

logax =ve logay =z

Temos pela defini¢do de logaritmo que

C e v y
Dividindo a = e a’ = teremos

v—z
:L@a :i
y

Finalmente aplicando a defini¢do de logaritmos temos

loga(%)v -z

Substituindo novamente teremos:

loga(%) = logax — logay

Exemplo:


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/divisao.htm
https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/subtracao.htm
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9 — — —
. logg(;)— log39 — log327 =2-3==1

8. Propriedade de uma Poténcia:
Sempre que houver um expoente no logaritmando, o logaritmo de uma poténcia sera

igual a multiplicagdo desse expoente pelo logaritmo.

k
logax = k. logax
Demonstragcdo. Vamos inicialmente chamar
logax =v

Temos pela defini¢do de logaritmo que

Substituindo, teremos:

Considerando que:
v = logax

Substituindo novamente teremos:

logaxk = klogax

Exemplo:

log,(9°) = 2.10g,9 = 2.2 = 4

9. Propriedade da Poténcia da Base

log .B = %logaB
a

Demonstra¢cdo. Vamos inicialmente chamar


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/potenciacao.htm
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logamB =k

Temos pela definicao de logaritmo que

Desenvolvendo:

Considerando que:
k T m
a =B" =lo gaB =k
Conforme a demonstra¢ao acima:
L 1
logaB =k = ;logaB =k

Substituindo novamente teremos:

1
logamB = ElogaB
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3 APLICACOES LOGARITMICAS

Os logaritmos possuem aplicagdes em diversas areas do conhecimento, como na
propria Matematica, em Quimica, Biologia, Geografia etc. Por meio de exemplos,
demonstraremos a utilizagao dessas técnicas de logaritmos na busca de resultados para as
variadas situagcdes em questdo.

BNCC (pag 6),”¢ possivel perceber que um mesmo tema volta a ser tratado em
diferentes momentos da trajetdria escolar, mas com uma complexidade e uma profundidade
maior a cada ano”. Com base nisso exemplificaremos diversos niveis de aplicagdo dos
logaritmos.

BNCC(pag 5), no capitulo mais reflexdo e menos memorizagao convida os docentes e
discentes a pensar a partir das informacdes recebidas, de analisa-las e de responder com uma
postura ativa. Embora os logaritmos tenham sido inventados para a conveniéncia do célculo, o
uso extensivo dos logaritmos hoje ¢ a sua aplicagdo, alguns deles serdo objetos de pesquisa
deste trabalho, vale lembrar que apesar dos calculos expostos, hd grande importincia em
interpretar os problemas e resultados.

BNCC( pag 7), “O importante € que os procedimentos sejam inseridos em uma rede de
significados mais ampla na qual o foco ndo seja o célculo em si, mas as relagdes que ele
permite estabelecer entre os diversos conhecimentos que o aluno ja tem”

Para os alunos do ensino médio, ¢ mais interessante encontrar cenarios de aplicacdao
que envolvam os novos conceitos que estdo aprendendo, pois estimula o desenvolvimento da
matéria e facilita o entendimento dos alunos. Portanto, nossa recomendacdo de trabalho para
professores do ensino médio € usar o conjunto de aplicativos descrito neste capitulo como um
elemento motivacional para introduzir logaritmos de uma forma mais especifica. Ao mesmo
tempo, os professores podem aprofundar a natureza e os resultados desse conceito,
principalmente a ideia de area de uso, ou seja, utilizando os capitulos anteriores.

BNCC(pag 23), “ Muito além dos célculos, da aplicacdo de formulas e da leitura da
realidade que nos cerca, a BNCC propde um novo lugar para a Matematica. O foco ¢ o
letramento matematico dos alunos. Letramento matematico significa desenvolver habilidades
de raciocinio, representacdo, comunicagdo e argumentagdo, para que o aluno possa assumir
uma postura ativa nos mais diferentes contextos”

Observa-se que as fungdes logaritmicas e exponenciais podem ser associadas aos

fendmenos naturais, calculos financeiros ou usadas para encontrar solu¢des de problemas com
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fins didaticos. Esta parte do trabalho enfoca, principalmente, a apresentacdo dos logaritmos
no estudo de fendmenos da natureza.

Conforme visto no Capitulo 1, é importante que as Atividades propostas sejam
elaboradas sempre pensando na articulacdo das Tendéncias Metodologicas vistas. Aqui,
iremos explorar essas tendéncias articuladamente e naturalmente, conforme o
desenvolvimento e resolugdo das atividades propostas. Utilizaremos a notacdo log para

indicar log10, ou seja log x para indicar log10 x como no Anexo A e In x para indicar loge x.

3.1 Exemplo - Juros Continuos

A matematica financeira ¢ o campo da matematica que estuda as mudangas na moeda
ao longo do tempo. Historicamente, estd relacionado ao desenvolvimento do comércio e
decorre do fato de que as pessoas devem ndo apenas realizar transagdes financeiras no
presente, mas também considerar as necessidades futuras.

Na civilizagdo primitiva, os seres humanos obtinham os produtos através da natureza
para sobreviver, ndo era comum relagdes comerciais. No momento em que diferentes tribos
iniciaram a comunicacdo, juntamente iniciou-se a troca de mercadorias, dos excedentes de
cada grupo, porém o valor do produto naquele momento nao importava, deste modo, surgiu o
escambo, uma das primeiras formas conhecidas de negdcios.

Com o passar dos tempos, surgiram os comerciantes € o interesse pelo acimulo de
moedas estrangeiras, pois possuiam poder de compra, além de realizar as atividades de troca
ou cambio de dinheiro, surgindo entdo os "cambistas". Posteriormente, surgiu a ideia de
emprestar "dinheiro" por um determinado periodo e recebiam uma recompensa. A partir do
processo de cobranga de pagamentos adicionais, podem ser comprovados lucros, ganhos ou
juros. Portanto, descreve de forma bem bésica o que ¢ a primeira operagao de crédito.

A matematica financeira est4 estritamente ligada ao valor do dinheiro no tempo. Para
efeito de calculo, o valor representado pela mesma data ¢ uma quantidade que pode ser
comparada e adicionada algebricamente, ¢ os valores com datas futuras ou passadas, sé
poderdo ser somados ou comparados, se ajustados para o valor presente.

Deste modo, surge a ideia de regime de juros, no caso desta pesquisa, destaca-se os
juros compostos, os juros de cada periodo, quando ndo sdo pagos no final do periodo referido,
devem ser somados ao capital inicial e passa a render juros, este método ¢ chamado de

capitalizagdo. Desse modo, temos que:
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Paran = 1, no 1° periodo de capitalizacdo, temos:
e C(apital inicial = PV
e Juros do periodo = PV.i
e C(Capital no final, temos:
FV = PV(PV.i)= PV(1 + i)
Paran = 2, no 2° periodo de capitalizacdo, temos:
e C(apital inicial = PV (1 + i)
e Juros do periodo =PV (1 + i).i
e C(Capital no final, temos:
FV =PVl + D)+ PVA +0D).i =PV + i).(1 + i)
Deste modo, podemos dizer que para n = 2, teremos:
FV = PV(1 + i)’

Paran = 3, no 3° periodo de capitalizacdo, temos:
e (apital inicial = PV (1 + i)2
N2 .
e Juros do periodo =PV (1 + i) .i
e (Capital no final, temos:
FV =PVl + )’ + PV + )i = PV(L + D> (1 + i)
Deste modo, podemos dizer que para n = 2, teremos:
3
FV = PV(1 + i)

No enésimo periodo, o valor futuro (FV) ou montante (M), devera ser encontrado de
modo semelhante aos periodos anteriores. Portanto, o valor futuro da aplicagdo do capital PV,
em n periodos e a taxa de juros i em cada periodo pode ser obtido pela seguinte equagao:

FV =PVl + i)"ouM = PV(1 + i)"

Nesta equacdo, 1 refere-se a mesma unidade de tempo utilizada para os n periodos,
note que se n tender ao infinito, ou seja, com os juros capitalizados a cada instante,
continuamente. Expressando o valor futuro ou montante, ao final de n periodos, como uma
funcdo exponencial do capital aplicado.

Uma pessoa aplicou a importancia de R$ 500,00 em uma instituicdo bancaria, que
paga juros mensais de 3,5%, no regime de juros compostos. Quanto tempo apds a aplica¢do o

montante sera de R$ 3 500,007
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Resolucdo: Nos casos envolvendo a determinag¢do do tempo e juros compostos, a
utilizagdo das técnicas de logaritmos ¢ imprescindivel.
Formula para o calculo dos juros compostos: M = C-(1 + i). De acordo com a
situagdo-problema, temos:
M (montante) = 3500
C (capital) = 500
i (taxa) = 3,5% = 0,035

t =2
M=C@+iD)

3500 = 500.(1 + 0,035)"

3500 t
o0 = 1,035
1,035 = 7

Aplicando o logaritmo:

log 1, 035" = log 7
t.log 1,035 = log 7
t.0,0149 = 0, 8451
t = 0,8451/0,0149
t =567
O montante de R$ 3 500,00 sera originado apds 56 meses de aplicagéo.

3.1.1 Sugestao pedagogica

Um Certificado de Deposito Bancario (CDB) tem um valor de resgate de R$10000, 00
e um prazo de 90 dias, a decorrer até o seu vencimento. Calcule o valor a ser aplicado nesse

papel para que a sua taxa de remuneracao efetiva seja de 10% ao ano.

Solugdo: Calcularemos a taxa de juros didria, equivalente a 10% a.a. Durante um ano,
os R$ 100,00 com taxa de 10% a.a. terd& um montante de R$110,00. A taxa diaria estudada é
aquela que faz R$ 100,00 se transformarem em R$ 110, 00, em um prazo de 360 dias. Deste
modo, temos:
PV = R$100, 00
FV = R$110,00
n = 360 dias

i =7
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Aplicando na expressao deduzida anteriormente, temos que:
FV = PV(1 + 0)"
110 = 100(1 + )
,1=(1+ )"
Aplicando In em ambos os lados, tem-se:
in(1,1) = In((1 + ")
In(1,1) = 360.In(1 + i)

0,09531 = 360.In(1 + i)

0,09531
360

= In(1 + i)

Aplicando exponencial em ambos os lados, temos:

0,000265 In(1+0)
e =e

In(1+i .
i+l _ 1 + i, tem-se:

Sendo e
1,000265 =1+ i
i = 0,000265

i =0,0265% ao dia.
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Para o célculo do valor da aplicagdo, utiliza-se os dados fornecidos pelo problema e a

taxa didria encontrada.
10000 = PV(1 + 0,000265)"

10000 = PV(1,000265)"°

10000

— L0000 __ _ py
(1,000265)”

Aplicando In em ambos os lados, temos:

ln(ﬂ) = In(PV)

(1,000265)”

In(10000) — In(1,000265)"° = In(PV)
In(10000) — 90 In(1,000265) = In(PV)

Aplicando o exponencial de base e em ambos os lados, temos que:
o [n(10000)-90In(1,000265) _ In(PV)

In(10000 —90In(1,000265
e ), gm0 )~ py

10000, ¢ 00000265 _ pys

-0,0238 _

10000.e PV
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10000.0,976435 = PV

PV = 9764,35
Deste modo, o valor da aplicagdo no CDB, devera ser de R$ 9764,35.

Um investimento rende juros compostos a uma taxa de 6% ao ano. Depois de quantos
anos, um valor inicial de R$ 1.000,00 chegara ao valor de R$ 10.000,00 com esse

investimento? (Use log (1,06) = 0,025). Considerando que o rendimento ¢ através do regime

de juros compostos, e utilizando a férmula para o calculo do montante, temos:
M=Pral+ )"
10000 = 1000(1 + 0,06)"
10000 = 1000(1, 06)"

10 = (1,06)"
Utilizando In em ambos os lados, temos que:

In10 = In(1,06)"

1 = n.lnl, 06
1 =n.0,025
n= 0,0125

n =40

Observa-se assim que apos 40 anos, o valor investido, chegara no montante esperado

3.2 Exemplo — Geografia

Em uma determinada cidade, a taxa de crescimento populacional ¢ de 3% ao ano,
aproximadamente. Em quantos anos a populacdo dessa cidade dobrard, se a taxa de
crescimento continuar a mesma?

Populagdo do ano-base = P0
Populagao ap6s um ano = P0-(1,03) = P1
Populagdo apos dois anos = P0-(1,03)*= P2
Populagao apos x anos = P0-(1,03)* = Px
Vamos supor que a populacdo dobrard em relacdo ao ano-base apds x anos, sendo
assim, temos:

P =2.P
0

X

X
P,(1,03)" = 2.P

1,03" =2
Aplicando logaritmo:
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log 1, 03" = log 2
x.log 1,03 = log 2
x.0,0128 = 0,3010
x = 0,3010/0,0128
x = 23,5

A populagao dobrara em aproximadamente 23,5 anos.

3.3 Exemplo — Quimica

Determine o tempo que leva para que 1000 g de certa substancia radioativa, que se

. J . ~ —rt
desintegra a taxa de 2% ao ano, reduza-se a 200 g. Utilize a seguinte expressdo: Q = Qo' e

>

em que Q ¢ a massa da substancia, r ¢ a taxa e t € o tempo em anos.

Q — QO. e—Tt

200 = 1000.e °*

200/1000 = e %%

1/5 = e "% (aplicando definicio)
— 0,02t = logel/S

— 0,02t =log 5 '
— 0,02t =— logeS

— 0,02t =— In5 (- 1)
0,02t = In5
t =1n5/0,02
t = 1,6094 /0,02
t = 80,47

A substancia levara 80,47 anos para reduzir-se a 200 g.

3.4 Desintegracio radioativa

Segundo Lima (2009), os atomos de substancias radioativas como, por exemplo, o
urdnio e o radio tendem naturalmente a se desintegrar emitindo particulas, transformando-se

em uma substancia ndo radioativa. Desta forma, na medida em que o tempo passa, a
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quantidade de material existente neste corpo se desintegra de maneira proporcional & massa
da substincia original. A constante de proporcionalidade que, também, ¢ chamada de
constante ou taxa de desintegragdo ¢ determinada experimentalmente, e cada substincia
radioativa possui sua propria constante de desintegragao.

Em outras palavras, materiais radioativos t€ém uma tendéncia natural para se decompor
e se tornarem outro material ndo radioativo. Portanto, com o tempo, a quantidade da
substancia original diminuird (aumentando assim a massa da substancia recém-transformada).
A quantidade de material decomposto do objeto radioativo ¢ proporcional a massa do material
original presente no corpo naquele momento. A constante proporcional a ¢ estabelecida por
meio de experimentos, todo material radioativo tem sua constante de decaimento o.

Na natureza, existem 92 elementos. Cada elemento pode ter quantidades diferentes de
néutrons. Os nucleos com mesmo numero de protons, mas que diferem no namero de
néutrons, sdo denominados isétopos de um mesmo elemento. Para determinadas combinagdes
de néutrons e protons, o nucleo ¢ estdvel — nesse caso, sdo denominados isdtopos estaveis.
Para outras combinagdes, o nucleo ¢ instavel (isotopos radioativos ou radioisétopos) e emitird
energia na forma de ondas eletromagnéticas ou de particulas, até atingir a estabilidade.

Consideremos um corpo de massa M o formado por uma substancia radioativa cuja

taxa de desintegragdo € a. Se a desintegracao se processasse instantaneamente, no fim de cada

segundo, sendo M , & Massa no tempo t = 0, decorrido o tempo t = 1 segundo, haveria uma
perda de aM 0 unidades de massa, restando apenas a massa
M =M - oM = Mo(l - a)
Seguindo o raciocinio apds 2 segundos teriamos:
2
M2 = M1(1 — a)—MO(l - o)
Continuando o processo, passados s segundos teriamos:
S
M =M 0(1 - Q)
Podemos descrever também como:
M(t)=M 0

Portanto, se conhecemos a meia-vida do elemento radioativo, sabemos em quanto

tempo sua massa inicial se reduz a metade, ou seja, sendo t; a meia-vida do elemento,
2

sabemos que:
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1 —at 1\ M
M =M .e - ln(;).TO =— . t%. In(e)

Deste modo, temos que:

3.4.1 Sugestao pedagogica

O acidente na usina nuclear de Fukushima, no Japao, em abril de 2011, disparou
alertas sobre os riscos de acidentes nucleares para a saide humana. O acidente liberou altas
doses de elementos radioativos na agua ¢ no solo da area, fazendo com que milhares de
sobreviventes do tsunami que sofreram um acidente na fabrica deixassem suas casas na area.
Entre os elementos radioativos liberados no acidente estdo o Iodo 131, o Césio 137 € o
Estroncio 90, que causaram sérios danos a saude humana, como a neoplasia.

Em abril de 2011, foram detectados 570 becquerels de Estroncio 90 por kg de solo na
area onde esta localizada a usina nuclear de Fukushima, o que equivale a cerca de 130 vezes a
concentragdo normal de solo na area. Determine qual serd a concentracdo de estroncio 90
apos 116 anos, e saiba que a meia-vida desse elemento ¢ de 29 anos. Depois disso, verifique
se a concentracdo no solo nesta area ficard proxima do normal.

Solugao: Utilizando a expressdo para o calculo, temos:

M) =M, e coma = lntﬁ

2

Temos que: a = %. Logo,

(@) 116
M(116) = 570.¢ (%)

= 35,625

Portanto, depois de 116 anos, a concentracao sera de 35,625 becquerels de Estroncio
90/kg de solo da usina de Fukushima.

A concentragdo considerada ideal ¢ de 4,38 becquerels de Estroncio 90/kg de solo,
deste modo o valor encontrado esta distante da concentragdo normal. Para conseguirmos a

concentracdo normal, sera necessario:
_( n(2) )
4,38 = 570.e * ¥

Aplicando In de ambos os lados temos que:

438\ _ In(2).t
ln( 570)— >0 ne

t = 203, 64 anos.
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Portanto, seriam necessarios 203,64 anos para a concentragcdo de Estroncio 90/kg de

solo, voltasse a0 normal na regido de Fukushima.

3.4.2 O método Carbono-14

O quimico Willard Libby fez uma descoberta que mudaria a histéria da arqueologia
durante sua pesquisa em 1947. Ele descobriu que o contetido de carbono 14 nos tecidos dos
cadaveres diminuiu em uma taxa constante ao longo do tempo. Portanto, medir os valores de
radioisOtopos em objetos fosseis pode nos fornecer pistas muito precisas sobre o ano apods sua
morte.

O carbono 14, indicado por C'", é um isotopo radioativo do carbono, formado na
atmosfera devido aos raios cdsmicos que bombardeiam a Terra. Com o tempo, a quantidade
de C'" na atmosfera permaneceu constante porque sua produgdo ¢ compensada por sua
decomposi¢do. Os seres vivos absorvem e perdem C'* de modo que, em cada espécie, a taxa
de C'" também se mantém constante.

O carbono 14 ¢ produzido nas plantas durante a fotossintese e ¢ absorvido pelos
animais por meio da ingestdo direta ou indireta das plantas.

Quando a criatura morre, a absor¢do para, mas o C'* continua a se decompor. Este fato
pode ser usado para determinar a idade de fosseis ou objetos de madeira muito antigos. Para
isso, precisamos saber que a meia-vida de C'* ¢ de 5.570 anos.

Portanto, sua taxa de decaimento ¢ determinada da seguinte forma: Seja a a taxa de
decaimento de um dado elemento radioativo, quando a meia-vida t0 do elemento ¢ conhecida.

Entdo sabemos que a massa deste elemento ¢ reduzida pela metade em t0, entdo:

MO
M) ==~
Cabe salientar que,
—at
M) =M e "
Assim, temos:
M
0 __ —at
= = MO. e
1 —at
2 - ¢
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Inl — n2 =— ato
—n2 =— atO
n2 = at
0
_ In2 _ 06931 _
oA = o5 = "geg = 0,0001244

3.4.3 Sugestao pedagogica

Vejamos como esse conhecimento foi usado para dirimir uma controvérsia. Num
castelo inglés existe uma velha mesa redonda de madeira que muitos afirmavam ser a famosa
Tavola Redonda do Rei Artur, soberano que viveu no século V. Por meio de um contador
Geiger (instrumento que mede a radioatividade) constatou-se que a massa M = M(t) de C"
hoje existente na mesa ¢ 0,894 vezes a massa MO de C'* que existia na mesa quando ela foi
feita, ha t anos.

Sabemos que

Onde

M(t) —at

=e
M
0
Temos que
—0,0001244¢
0,894 =e
—In 0,894 0,1121
t = = = 901 anos

0,0001244 0,0001244

Para a mesa pertencer a Tavola Redonda, deveria ter idade acima de 1500 anos.

Este método ¢ empregado frequentemente para determinar a idade de um fossil ou de
um objeto bem antigo feito de madeira. Para isto ¢ utilizado um is6topo radioativo do carbono
que ¢ denominado carbono-14 indicado por ele tem formacdo na atmosfera em fun¢do do
bombardeio de raios cosmicos que a terra sofre. A quantidade de na atmosfera tem se mantido
constante porque sua producdo € contrabalanceada pela desintegracdo. A quantidade de
carbono-14, também, se mantém constante em cada ser vivo em virtude da absor¢ao de

alimentos ou pela fotossintese das plantas.

3.4.4 Resfriamento de um corpo ou Resfriamento de Newton
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Modelagens matematicas podem ser usadas para resolver problemas observados em
situacdes experimentais. Em muitos casos, pode-se inferir com bastante precisao que a taxa de
variacdo da temperatura da superficie corporal ¢ diretamente proporcional a diferenga de
temperatura entre o corpo € seu ambiente. Para ilustrar esse principio, destacamos o exemplo
da temperatura do café na xicara, primeiro resfria rapidamente e depois resfria-se por igual, ja
que levando em consideracdo o clima tropical, ele atingird a temperatura ambiente depois de
muito tempo.

Para compreender a aplicagdo pratica das mudancas de temperatura em objetos
refrigerados coletados por Isaac Newton (1643-1727), basta considerar a importincia de
determinar o momento da morte de um cadaver durante a investigagdo de um homicidio.

Os conceitos térmicos e de troca de calor explorados na fisica e na quimica sao usados
para estimar o tempo até a morte por meio da analise do resfriamento corporal (fendmeno
conhecido por algor mortis). Apds a morte e a consequente falha do sistema termorregulador,
o corpo tende a equilibrar sua temperatura com a temperatura ambiente.

Além disto, a lei de resfriamento de newton tem grande aplicabilidade no campo das
engenharias, a qual pode ser empregada na construgao civil, processos termodindmicos € uma
grande variedade, principalmente no curso de engenharia de alimentos (PEREIRA E
BARBOZA, 2018).

Conforme afirmado em Alitolif (2011), a let do resfriamento de Newton ¢ uma
aplicacdo de equagdes diferenciais para resolver problemas relacionados as mudancas de
temperatura.

Na industria de alimentos, Silva (2014) afirma que a aplicagdo de equagdes
diferenciais pode se referir a preservacao relacionada ao resfriamento de materiais biologicos.
Entre os varios métodos de preservacao de materiais, o resfriamento ¢ amplamente utilizado
porque pode preservar as propriedades s e necessarias para esses materiais no estado natural
quase inalterado.

O modelo matematico para a lei de resfriamento de Newton que trata das trocas de
calor de um corpo com o meio ambiente e estabeleceu que o resfriamento obedece a seguinte

equagao diferencial ordindria:

Z—f:k.(T—Ta)
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Desta forma, cabe destacar que a taxa de mudanca da temperatura de resfriamento ou
taxa de resfriamento (por exemplo, em ‘C / s ou K / s) é proporcional & constante de
proporcionalidade e a diferenga de temperatura entre o corpo € o ambiente.

Essa ¢ uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem (EDO), e

podemos resolvé-la pelo agrupamento de variaveis:

dT dT

7=k.(T—Ta)—>W=k.dt

Integrando ambos os lados, teremos:

dT _
f_(T—_TJ:fkdt_)lnP" _Ta|_ k.t +c
Da propriedade fundamental dos logaritmos, temos que:
logbaz cob =a

Aplicando acima, podemos fazer:

m|T - T |= k.dt - =T T

Como a temperatura do corpo sera sempre maior que a do ambiente, o logaritmando
sera sempre positivo, e o sinal de mddulo ¢ desnecessario.

Desenvolvendo:

k
T=Ta+ekt+c—>T=Ta+et.e

Cc

Como e° é uma constante, a equagdo final fica:

T=T + ce™

3.4.5 Sugestao pedagogica

Quando pasteurizado, o leite vai para a iogurteira e chega com temperatura em torno
de 78°C e ele é resfriado até os 40°C, foi calculado de acordo com a lei de resfriamento de
Newton, o leite pasteurizado, de temperatura inicial T, foi colocado em uma iogurteira de
temperatura Tm de certa forma que T # Tm, o corpo de maior temperatura perdera calor até

que fique em equilibrio térmico com o meio. Expressa na equacao:

dT
dt

=— k(T -T )

Sendo que -K ¢ uma constante que depende de fatores como material do objeto, estado

fisico, viscosidade entre outros; T ¢ a temperatura do objeto; Tmé a temperatura do meio
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ambiente; t ¢ o tempo. Assim pode-se calcular a taxa de variagdo da temperatura do leite

pasteurizado quando for levado a iogurteira através das expressdes:

T=Ce " +T
m

T=(r,-T) e T

m

O leite, ap6s o processo de pasteurizacdo, tem temperatura inicial de 80°C e ¢
bombeado para iogurteira, que opera com temperatura constante de 40°C para a fermentacao.
Depois de 30 minutos a temperatura do leite pasteurizado era de 71°C. Quanto tempo levara
para o leite pasteurizado alcangar o equilibrio térmico com a iogurteira de forma natural?

Dados: T,=80°C;T = 40°C;t = 30min;T = 71°C

Para determinar a constante K, temos:

—k.t
T=(T —T)e  +T
T(15) - 71°C = (80 — 40).e “®” + 40

71 — 40 = 40.¢ “CY

31 = 40.¢ Y

—k.(30 31
R CONEE

40

e B9 _ ¢ 775

— 30K = In(0,775)
— 30K =— 0,2548

_ —0,2548
K = —30
K = 0,00849

De posse da constante K, calcularemos o tempo que o leite precisara para entrar em

equilibrio térmico com a iogurteira. Considerando, T=7,1, ponto em que um corpo aproxima

do equilibrio térmico com o meio inserido, temos que:

40,1 = 40 + (80 — 40).¢ %

40,1 — 40 = 40.¢ "

0,1 = 406—0,00849.1.‘

—0,00849.t _ 0,1
€ 40

e—0,00849.t =0, 0025
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— 0,00849¢t = [n(0, 0025)
— 0,00849t =— 5,99

t = —5,99
~ —0,00849

t = 705,70 min.—» t = 11,76 horas
Desta forma, a lei de resfriamento de Newton ajuda a prever o tempo que leva para
atingir a temperatura do leite para inocular o fermento lacteo, para este problema proposto, o
tempo ¢ de 11,76 horas.
De maneira semelhante ao processo da desintegracao radioativa, o resfriamento de um
corpo obedecera a Lei de resfriamento de Newton, que satisfeitas as condi¢des acima, a
diferen¢a de temperatura D, entre o objeto e o meio que o contém decresce respeitando uma

taxa proporcional a diferenca entre as temperaturas.
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4 CONCLUSAO

De forma geral, o objetivo das aplicacdes logaritmos é observar e analisar, entre outros
aspectos, como a matematica em uma escola pode ser abordada desde a educacdo
fundamental com as barras de Napier até exemplos mais completos como o resfriamentos de
corpos (de Newton) e diante de intimeras aplicagdes; atentar para quais impactos dentro da
interdisciplinaridade, podem ser mais construtivas no quesito ensino aprendizagem na relagao
com os alunos

Em vista dos argumentos apresentados, com certeza, o estudo dos logaritmos ¢ de
grande valor para a Matematica e para a comunidade que faz uso das ciéncias aplicadas.
Nota-se que o uso e aplicacdao dos logaritmos se distanciaram em muito do propoésito inicial
apresentados por Napier e Briggs que buscavam transformar multiplicagdes e divisdes em
soma e subtracao (LIMA, 2009).

Neste trabalho mostramos que os logaritmos possuem algumas propriedades que
podem ser associadas a fendmenos naturais ou apenas para fins didaticos ou de
aprofundamento em conceitos ligados a Matematica pura e aplicada.

E curioso e, a0 mesmo tempo fascinante, que com o surgimento da fungéo logaritmica,
paralelamente despontou o niimero de Euler que, no que lhe diz respeito, esta associado a
diversas situagcdes como, por exemplo, na matemadtica financeira quando se trata de juros
continuos (LIMA, 2009).

Percebemos que o estudo dos logaritmos criou uma ferramenta tao preciosa, funcional
e fascinante que até hoje sua aplicagdo se faz muito presente em estudos que dizem respeito a
fendmenos naturais e na matematica financeira, tema este que estd mais presente na vida do
aluno quando este ¢ considerado um consumidor em potencial.

Assim como os logaritmos, o avango da Informdtica ou das calculadoras comegou da
necessidade de transformar os laboriosos célculos matematicos em algo menos tedioso.
Deve-se entender que a tecnologia esta ai para melhorar ou para facilitar a nossa vida. E
estranho, mas podemos afirmar que o estudo dos logaritmos ja ndo é hoje mais um tema de
destaque nas escolas, porém vale lembrar os alunos da sua importancia e as suas aplicacoes,
valorizando o desenvolvimento da tecnologia e dando atencdo a conceitos matematicos que

sdo e foram essenciais para o avanco tecnoldgico da humanidade.
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